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2. Bifurcation theory for singularly perturbed systems with delay and applications to synchronization problems

Реферат:
1. В дисертацiйнiй роботi закладено основи теорiї бiфуркацiй для сингулярно-збурених диференцiальних
рiвнянь iз запiзненням. Крiм того, виявлено та дослiджено новi синхронiзацiйнi ефекти в системах
диференцiально-рiзницевих рiвнянь iз запiзненням. Теорiя бiфуркацiй включає такi елементи: дослiдження
стiйкостi положення рiвноваги та спектральних властивостей лiнеаризованого рiвняння, класифiкацiю
локальних бiфуркацiй, виведення амплiтудних рiвнянь, що вiдiграють роль нормальних форм та описують
динамiку системи в околi бiфуркацiї, оцiнку для нев’язки мiж розв’язками амплiтудних рiвнянь та точними
розв’язками рiвняння iз запiзненням. Отриманi результати дозволяють зв’язати сингулярно збуренi
диференцiальнi рiвняння з запiзненням та iншими класами задач - такими, як рiвняння з частинними
похiдними та диференцiально-рiзницевi рiвняння. Показано унiверсальнiсть бiфуркацiйного сценарiю
Екхауза для систем великої розмiрностi. Крiм того, дослiджено симетрично зв’язанi системи звичайних
диференцiальних рiвнянь та рiвнянь iз запiзненням. Для системи двох симетрично звичайних
диференцiальних рiвнянь показано, що задача повної синхронiзацiї еквiвалентна задачi про стiйкiсть певного



лiнiйного iнварiантного пiдпростору. За допомогою методу функцiй Ляпунова отримано необхiднi та
достатнi умови синхронiзацiї. У випадку неiдентичних систем, отримано оцiнки, якi дозволяють говорити
про грубiсть синхронiзацiї по вiдношенню до збурень, якi порушують симетрiю. Для диференцiально-
рiзницевих рiвнянь великої розмiрностi, що мають симетрiю вiдносно зсуву iндексу, дослiджено спектр
власних значень положення рiвноваги та Флоке–експонент перiодичних розв’язкiв. Отриманi результати
застосовано до детального дослiдження динамiки системи двох оптично зв’язаних напiвпровiдникових
лазерiв.

2. In this thesis, foundations of the bifurcation theory for singularly perturbed differential equations with delay are
developed. For systems of differential-difference equations, new synchronization effects are discovered and
investigated. The bifurcation theory includes the following elements: stability analysis of an equilibrium and
spectral properties of linearized systems, classification of local bifurcations, derivation of amplitude equations,
which play the role of normal forms in the vicinity of a bifurcation, estimation of the error between solutions of the
amplitude equations and the corresponding exact solutions of the delay system. The obtained results allow
connecting singularly perturbed delay differential equations with other classes of systems, such as partial
differential equations or differential-difference equations. The universality of the Eckhaus destabilization
mechanism for high-dimensional systems is shown. Further, high-dimensional systems of ordinary and delay
differential equations are studied. The synchronization problem for symmetrically coupled ordinary differential
equations is shown to be equivalent to the stability problem for some linear invariant subspace. Necessary and
sufficient conditions for synchronization are obtained using Lyapunov functions method. In the case of
nonidentical systems, the obtained estimates show robustness with respect to the symmetry breaking
perturbations. Eigenvalue spectrum of equilibria and Floquet exponents of periodic solutions are studied for high-
dimensional differential-difference equations with the rotational coupling symmetry. The obtained results are
applied in order to investigate dynamics of a system of two optically coupled semiconductor lasers in detail.
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