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2. Algebraic constructions in linear differential equations and in the theory of implicit linear difference equations

Реферат:
1. В дисертації розглянуті лінійні диференціальні рівняння n-того порядку над кільцем формальних
степеневих рядів з коефіцієнтами з деякого комутативного кільця і неявні різницеві рівняння n-того порядку
над комутативним кільцем. Досліджується питання існування і єдиності розв'язку таких рівнянь і
знаходження цього розв'язку. Питання цілком розв’язано для диференціального рівняння з поліноміальною
неоднорідністю та неявного різницевого рівняння з фінітною неоднорідністю. Сформульовані достатні
умови існування і єдиності розв'язку диференціального рівняння у кільці формальних степеневих рядів з
коефіцієнтами, що належать повному кільцю нормування поля з неархімедовим нормуванням, де
неоднорідність не є поліномом. Також знайдений цей розв’язок у вигляді суми ряду, збіжного за



неархімедовим нормуванням. Результат уточнено для рівняння над кільцем цілих чисел. Введено спеціальне
поняття згортки формального ряду Лорана з від'ємними степенями і формального степеневого ряду. За
допомогою цього поняття знайдений деякий аналог фундаментального розв'язку оператора для
розглянутого рівняння, і показано, що за умови єдиності і існування розв’язку, він має вигляд згортки
фундаментального розв’язку відповідного оператора з неоднорідністю. Сформульовані достатні умови
існування і єдиності розв'язку неявного лінійного різницевого рівняння над деякими класами повних кілець,
в тому числі над кільцем цілих p-адичних чисел та кільцем формальних степеневих рядів у випадку, коли
неоднорідність рівняння не є фінітною. Також знайдено цей розв’язок у вигляді суми ряду, збіжного за
неархімедовим нормуванням. Для випадку неповного кільця, за деяких умов на коефіцієнти, доведено що за
умови існування розв’язку цей розв’язок є єдиним і дорівнює сумі розгляданого ряду. Доведені достатні
умови для існування і єдиності розв’язку у вигляді формального степеневого ряду для неявного різницевого
рівняння, коефіцієнти якого є поліномами. Для неявного різницевого рівняння першого порядку над кільцем
поліномів доведені додаткові результати, які дозволяють знаходити розв'язки конкретних рівнянь у кільці
поліномів або доводити, що таких розв’язків не існує. Розглянуто лінійне неявне різницеве рівняння з
неоднорідністю, що має вигляд квазіполінома з коефіцієнтами, що належать кільцю, знайдені умови на
кільце, для якого існує єдиний розв’язок такого рівняння. Розглянуто операторне рівняння першого порядку
з узагальненим оператором лівого зсуву над кільцем цілих чисел, для якого диференціальне і різницеве
рівняння першого порядку є частковими випадками. Для цього рівняння доведений критерій існування і
єдиності розв'язку, і знайдений розв'язок у вигляді суми ряду, збіжного за a-адичною топологією. Всі
розглянуті в дисертації рівняння можна записати у вигляді нескінченної лінійної системи. Показано, що за
умов єдиності і існування розв'язку рівняння, розв'язок такої системи, отриманий за допомогою правила
Крамера, збігається з єдиним розв'язком цього рівняння.

2. In the thesis linear differential equations of the n-th order over the a ring of formal power series with
coefficients from some commutative rings and implicit difference equations of the n-th order over the the
commutative ring. We investigate the existence and uniqueness of solutions of such equations and finding this
solution. The question is completely solved for a differential equation with polynomial nonhomogeneity and an
implicit difference equation with with finite nonhomogeneity. Sufficient conditions for the existence and
uniqueness of a solution of a differential equation in the ring of formal power series with coefficients belonging to
the complete valuation ring of a field with non-Archimedean valuation, where the inhomogeneity is not a
polynomial, are formulated. We also found this solution in the form of the sum of a series converging under non-
Archimedean normalization. The result is specified for an equation over a ring of integers. A special notion of
convolution of a formal Laurent series with negative powers and a formal power series is introduced. Using this
notion, we find some analogue of the fundamental solution of the operator for the considered equation, and show
that, provided that the solution is unique and exists, it has the form of a convolution of the fundamental solution of
the corresponding operator with inhomogeneity. Sufficient conditions for the existence and uniqueness of a
solution of an implicit linear difference equation over some classes of complete rings, including the ring of p-adic
numbers and the ring of formal power series, are formulated in the case when the inhomogeneity of the equation
is not finite. We also find this solution in the form of the sum of a series converging under non-Archimedean
valuation. For the case of an incomplete ring, under some conditions on the coefficients, it is proved that, provided
a solution exists, this solution is unique and equal to the sum of the series under consideration. Sufficient
conditions for the existence and uniqueness of a solution in the form of a formal power series for an implicit
difference equation whose coefficients are polynomials are proved. For an implicit difference equation of the first
order over a ring of polynomials, additional results are proved that allow us to find solutions to specific equations
in the ring of polynomials or to prove that such solutions do not exist. We consider a linear implicit difference
equation with inhomogeneity in the form of a quasi-polynomial with coefficients belonging to the ring, and find
the conditions on the ring for which there exists a unique solution of such an equation. A first-order operator
equation with a generalized left shift operator over a ring of integers is considered, for which the first-order
differential and difference equations are special cases. For this equation, the criterion of existence and uniqueness



of the solution is proved, and the solution is found in the form of the sum of a series converging under a-adic
topology. All the equations considered in this thesis can be written in the form of an infinite linear system. It is
shown that, under the conditions of uniqueness and existence of a solution to an equation, the solution of a system
obtained by Cramer's rule coincides with the unique solution of this equation.
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