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Тема дисертації:
1. Обернена задача знаходження форми гра- фу та узагальнення теореми Амбарцумяна

2. Inverse problem of recovering the shape of a graph and generalizations of Ambarzuvian’s theorem

Реферат:
1. У вступi визначено обєкт i предмет дослiдження, обгрунтовано актуальнiсть теми дисертацiйного до-
слiдження, сформульовано мету i завдання, визначено методи дослiдження, його наукову новизну,
практичну значимiсть, прокоментовано апробацiю, описано структуру дисертацiйної роботи та її основний
змiст. У другому роздiлi коротко описана iсторiя обернених спектральних задач Штурма-Лiувiлля на
iнтервалi, на зiрковому графi, на довiльному метричному деревi i на простому звязному графi. Зазначено, що
iснують двi постановки обернених задач на графах. В першiй постановцi даними є форма графу та спектр або
спектри задач Штурма-Лiувiлля на цьому графi, треба знайти потенцiали на ребрах. У другiй постановцi



оберненої задачi вiдомий спектр (або спектри), а треба знайти форму графу. В данiй дисертацiйнiй роботi
розглянутi оберненi задачi у першiй постановцi (роздiл 3) та у другiй постановцi (роздiл 4, роздiл 5). У
третьому роздiлi розвязана, по-перше, пряма задача з трьома спектрами, яку можна розглядати як задачу на
графi P3. Це задача про взаємне розташування власних значень задачi Штурма-Лiувiлля на iнтервалi з
умовою Неймана на одному кiнцi та умовою Дiрiхле на другому кiнцi та власних значень задач, породженим
тим же рiвнянням Штурма-Лiувiлля на лiвiй половинi цього iнтервалу та на правiй половинi цього iнтервалу.
Доведено, що власнi значення задачi на всьому iнтервалi чергуються з елементами об’єднання спектрiв задач
на половинах iнтервалу. Також, в цьому роздiлi розв’язана обернена задача за трьома спектрами, тобто
задача вiдновлення потенцiалу рiвняння Штурма-Лiувiлля, виходячи з вiдомих спектра задачi Штурма-
Лiувiлля на цьому iнтервалi та спектрiв задач на половинах цього iнтервалу. Доведено, що якщо власнi
значення задачi на всьому iнтервалi чергуються з елементами обєднання спектрiв задач на половинах цього
iнтервалу у строгому сенсi, то розвязок такої оберненої задачi єдиний. Розглянуто особливий випадок, в
якому для знаходження потенцiалу достатньо знати не три вищезгаданi спектри, а тiльки два та одне власне
значення з третього. Цей випадок є аналогом ситуацiї в якiй справедлива класична теорема Амбарцумяна. У
четвертому та п’ятому роздiлах розглянутi задачi вiдновлення форми графiв, виходячи зi спектрiв крайових
задач. У четвертому роздiлi розглянута спектральна задача, породжена рiвняннями Штурма-Лiувiлля на
простих зв’язних рiвнобiчних метричних графах зi стандартними умовами у вершинан. Пiд стандартними
умовами маємо крайовi умови Неймана на висячих вершинах та умови неперервностi та Кiрхгофа у
внутрiшнiх вер- шинах. Знайденi асимптотичнi формули для власних значень таких задач, причому
показано, що в той час, як головний член асимптотики, добре вiдомий, як вейлiвський (див. рiвняння (4.11)
нижче), залежить тiльки вiд довжини ребра та кiлькостi ребер, другi члени асимптотики є рiзними для рiзних
пiдпослiдовностей спектра. Коефiцiєнти при других членах асимптотики, як це доведено в роботi,
взаємнооднозначно пов’язанi з власними значеннями нормованого Лапласiану цього графу i не залежать вiд
потенцiалiв на ребрах графу (мається на увазу, що цi потенцiали є дiйсними L2-функцiями). Це означає, що
отриманi з експерименту другi коефiцiєнти у пiдпослiдовностях, з яких складається спектр, дають
можливiсть знайти власне значення дискретного Лапласiану графа. Далi задача звелася до проблеми
вiдновлення форми графа, виходячи з власних значень дискретного Лапласiану (та вiдомої кiлькостi ребер
графу, яку можна знайти з вейлiвської формули для першого члена). Розглянуто всi простi зв’язнi графи
кiлькiсть вершин у яких не перевищує п’яти. Знайдено визначники їх нормованих Лапласiанiв i порiвняно
мiж собою тi з них, котрi мають однакову кiлькiсть ребер. Виявилось, що всi вони рiзнi. Це означає, що серед
простих зв’язних рiвнобiчних графiв з кiлькiстю вершин не бiльше п’яти немає коспектральних. Тут, пiд
коспектральними маються на увазi неiзоморфнi графи з однаковим спектром задачi Штурма-Лiувiлля зi
стандартними умовами у вершинах. Вiдомо, що iснує пара коспектральних графiв з шiстьома вершинами.
Отже, отриманий результат не можна поширити на графи з кiлькiстю вершин бiльше п’яти. Окремо
розглянуто випадок дерев. Для рiвнобiчних дерев доведено, що, якщо кiлькiсть вершин не перевищує
восьми, то визначники всiх дискретних Лапласiанiв рiзнi, тобто не iснує коспектральних у нашому сенсi
графiв серед рiвнобiчних дерев з кiлькiстю вершин ≤ 8. Вiдомо, що iснує пара коспектральних графiв з
дев’ятью вершинами. Отже, нащ результат не можна поширити на випадок дерев з кiлькiстю вершин бiльше
восьми. Для знаходження форми графу виходячи з визначника дискретного Лапласiану слiд скористатися
тим, що графам зображеним на рисунку 3 вiдповiдають характеристичнi многочлени, тобто визначники
дискретних Лапласiанiв наведенi на сторiнках 47-48. Деревам, зображеним на рисунках 4 та 5 вiдповiдають
характеристичнi многочлени, представленi на сторiнках 48-50.

2. The approbation is described and the structure and the main content are given. In Section 2 a brief history of
direct and inverse spectral Sturm-Liouville problems on an interval, on a star graph, on an arbitrary tree and on a
simple connected metric graph is presented. There exist two settings of inverse problem on a graph. In the first
setting the shape of a graph is given as well as the spectrum of a spectral problem or spectra of spectral problems
and it necessary to find the potentials on the edges. In the second setting of inverse problem on graphs the
spectrum (or spectra) is given, we need to find the shape of the graph. In the third section the first setting of the



inverse problem is considered while in the fourth and in the fifth – the second. In the third section first of all the
direct three spectra problem is considered which is a problem on the P3 graph. This is the problem of mutual
arrangement of the eigenvalues of the Sturm-Liouville problem on an interval with the Neumann condition at one
of the ends and the Dirichlet condition at the other end, the eigenvalues of the Sturm-Liouville problems on the
left half and on the right half of the interval. It is proved that the eigenvalues of the problem on the whole interval
interlace with the elements of the union of the sets of eigenvalues of the problems on the parts of the interval. The
three spectra inverse problem is considered in this section also. This is the problem of recovering the potential of
the Sturm-Liouville equation using the spectrum of the problem on the whole interval and the spectra of the
problems on the left and the right halves of the interval. It is proved that if the eigenvalues of the problem on the
whole interval strictly interlace with the elements of the union of the spectra of the problems on the halves of the
interval then the solution of the three spectra inverse problem is unique. A special case is considered in which not
three but two spectra and one eigenvalue of the third spectrum uniquely determine the potential. This case is an
analogue of the situation where Ambarzumian’s theorem is true. In the fourth and fifth sections problems of
recovering the shape of graphs using the spectra of boundary value problems are considered. In the fourth section
the Sturm-Liouville problem on simple connected equilateral metric graphs is considered with the standard
conditions at the vertices. By standard the Neumann conditions at the pendant vertices and Kirchhoff’s and
continuity conditions at the interior vertices are meant. Asymptotic formulae for the eigenvalues of such problems
are obtained. It is shown that the main term of these asymptotics known as Weyl’s term (see equation (4.11))
depends only on the number of edges and on the length of an edge. The second term of the asymptotics is
different for different subsequences of the spectrum. It is proved that the coefficients in the second terms are in
one-to-one correspondence with the eigenvalues of the normalized Laplacian of the graph and does not depend
on the potentials on the edges (it is assumed that these potentials are real and belong to L2(0, l)). Thus, the
coefficients of the second terms in asymptotics of the spectrum subsequences enable to find eigenvalues of the
normalized Laplacian. Then the problem is reduced to the problem of recovering the shape of a graph using
eigenvalues of the normalized Laplacian (and the number of edges which can be obtained from the Weyl’s formula
for the first term of the asymptotics). For all the simple connected graphs with the number of vertices not
exceeding five the determinants of the normalized Laplacians are found. Those of them which has the same
number of edges are compared. It appeared that all of them are different. This means that there are no cospectral
among simple connected equilateral graphs with the number of vertices less or equal five. By cospectral we mean
nonisomorphic graphs with the same spectra of the Sturm-Liouville problem with the standard conditions at the
vertices. It is known that there exists a pair of cospectral graphs on six vertices. Thus, this result can’t be extended
to the case of more than five vertices. The case of trees is considered separately. It is proved that if the number of
the vertices in equilateral trees does not exceed eight then the determinants of the normalized Laplacians are
different and therefore there are no cospectral in our sense equilateral trees with the number of vertices not
exceeding eight. It is known that there exists a pair of cospectral trees on nine vertices. Thus, this result can’t be
extended to the case of trees of more than eight vertices. To find the shape of a graph using the normalized
Laplacian determinant one should use the fact that graphs of Fig. 3 of the thesis are in one-to-one correspondence
with the characteristic polynomials, i.e. determinants of the normalized Laplacians given at pages 47-48.
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