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Реферат:
1. Дисертаційну роботу присвячено дослідженню нелінійних систем, що є лінійними за керуванням, з
одновимірним і багатовимірним виходом та їхніх однорідних апроксимацій. Перший розділ дисертаційної
роботи присвячений огляду відомих результатів з теорії нелінійних керованих систем, які є основою для
подальших досліджень. Другий розділ присвячений дослідженню систем з одновимірним виходом, зокрема,
знаходженню однорідної апроксимації мінімальної реалізації ряду. Вводяться та обговорюються ряди
ітерованих інтегралів, які представляють системи з виходом, і досліджуються мінімальні реалізації
реалізовних рядів. Отриманий такий класифікаційний результат: будь-яка градуйована підалгебра Лі
скінченної корозмірності є кореневою підалгеброю Лі мінімальної реалізації деякого одновимірного ряду, а
розмірність цієї реалізації дорівнює корозмірності підалгебри Лі. Доведення конструктивне: показано, як
побудувати відповідний ряд. Третій розділ присвячений однорідній апроксимації одновимірних рядів
ітерованих інтегралів і задачі швидкодії для систем з одновимірним виходом. Спочатку досліджуються
однорідні ряди і їх мінімальні реалізації; це включає аналіз кореневих підалгебр Лі мінімальних реалізацій та



відповідних лівих ідеалів. Зокрема, наведений спосіб побудови відповідного лівого ідеалу як максимального
(у сенсі включення) лівого ідеалу, ортогонального однорідному ряду. Далі вводиться поняття однорідної
апроксимації одновимірного ряду: однорідною апроксимацією називається сума членів мінімального
порядку. Досліджено зв'язок алгебраїчних властивостей вихідного ряду і його однорідної апроксимації,
зокрема, зв'язок між їх кореневими підалгебрами Лі, а також наводиться класифікація таких пар підалгебр Лі.
Крім того, у розділі 3 досліджено задачу швидкодії для однорідних рядів або, що те ж саме, однорідних
систем з однорідним одновимірним виходом, запропоновано метод визначення мінімального часу
досягнення заданого стану системи за допомогою аналізу відповідного функціоналу на множині допустимих
керувань. Далі досліджено апроксимацію в сенсі швидкодії. Доведено, що коли значення виходу прямує до
нуля, оптимальний час для вихідної системи та оптимальний час для її однорідної апроксимації
асимптотично еквівалентні. Крім того, доведено, що за певних умов оптимальні керування однорідної
апроксимації наближають оптимальні керування вихідної системи. Це підтверджує ефективність однорідної
апроксимації при розв’язанні задач керування динамічними системами. Нарешті, задача оптимальної
швидкодії для однорідного одновимірного ряду розглядається як задача оптимізації у нескінченновимірному
просторі, що дозволяє запропонувати інший шлях розв'язання задачі швидкодії. Четвертий розділ
присвячено розвиненню отриманих результатів на випадок реалізовних рядів довільної розмірності або, що
те ж саме, систем з багатовимірним виходом. Розглядаються формальні ряди з векторними коефіцієнтами .
Спочатку вводиться поняття мінімальної частини ряду і формальної функції, що визначена за допомоги
тасуючого добутку. Доведено, що лівий ідеал, який відповідає ряду, ортогональний мінімальній частині будь-
якої формальної функції від ряду. Вводиться поняття однорідної апроксимації ряду з коефіцієнтами
довільної вимірності, яке узагальнює як випадок одновимірного виходу, так і випадок тривіального виходу;
запропонований метод побудови однорідної апроксимації. Це визначення приводить до поняття
алгебраїчної еквівалентності рядів: ми кажемо, що два ряди є алгебраїчно еквівалентними, якщо вони мають
одну й ту саму однорідну апроксимацію. З іншого боку, якщо два ряди мають один і той самий
максимальний лівий ідеал, вони називаються слабо алгебраїчно еквівалентними. Показано, що якщо два
ряди алгебраїчно еквівалентні, то вони слабо алгебраїчно еквівалентні. Однак ряди можуть бути слабо
алгебраїчно еквівалентними, але при цьому не бути алгебраїчно еквівалентими, що демонструють наведені
приклади. Ключові слова: нелінійні керовані системи, системи з виходом, дійсно-аналітичні вектор-функції,
ряди ітерованих інтегралів, формальні степеневі ряди, вільна асоціативна алгебра, дужки Лі, реалізовність,
однорідна апроксимація, коренева підалгебра Лі, лівий ідеал, керованість, задача швидкодії, задача
оптимізації, диференціальне рівняння.

2. The dissertation is devoted to the study of nonlinear systems that are linear in control with one-dimensional and
multi-dimensional output and their homogeneous approximations. The first chapter of the dissertation provides a
review of known results in the theory of nonlinear control systems, which serve as the foundation for further
research. The second chapter focuses on the study of systems with a one-dimensional output, specifically on
finding the homogeneous approximation of the minimal realization of a series. Series of iterated integrals that
represent output systems are introduced and discussed, minimal realizations of realizable series are investigated.
The following classification result is obtained: any graded Lie subalgebra of finite codimension is the core Lie
subalgebra of the minimal realization of some one-dimensional series, and the dimension of this realization is
equal to the codimension of the Lie subalgebra. The proof is constructive: we show how to build the corresponding
series. The third chapter is dedicated to the homogeneous approximation of one-dimensional series of iterated
integrals and the time-optimal control problem for systems with a one-dimensional output. First, homogeneous
series and their minimal realizations are studied, including an analysis of core Lie subalgebras of minimal
realizations and the corresponding left ideals. In particular, a method is presented for constructing the
corresponding left ideal as the maximal (in terms of inclusion) left ideal orthogonal to the homogeneous series.
Then, the concept of the homogeneous approximation of a one-dimensional series is introduced: the sum of terms
of minimal order is called the homogeneous approximation of the series. The algebraic relationship between the
original series and its homogeneous approximation is studied, in particular, the relationship between their core Lie



subalgebras, and the classification of such pairs of Lie subalgebras is given. Besides, in Chapter 3, the time-optimal
control problem for homogeneous series, or equivalently, homogeneous systems with a homogeneous one-
dimensional output is investigated; a method is proposed for determining the minimal time required to reach a
given system state by analyzing an appropriate functional over the set of admissible controls. Then, approximation
in the sense of time-optimal control is studied. It is shown that as the output value approaches zero, the optimal
time for the original system and its homogeneous approximation become asymptotically equivalent. Moreover, it is
proven that under certain conditions, the optimal controls of the homogeneous approximation closely
approximate the optimal controls of the original system. This confirms the effectiveness of homogeneous
approximation in solving control problems for dynamic systems. Finally, the time-optimal control problem for a
homogeneous one-dimensional series is formulated as an optimization problem in an infinite-dimensional space;
this allows us to propose an alternative approach to solving the time-optimal control problem. The fourth chapter
is devoted to extending the obtained results to the case of realizable series of arbitrary dimension, or equivalently,
systems with a multi-dimensional output. The chapter considers formal series with vector coefficients. First, we
introduce the concept of the minimal part of a series and the concept of formal function defined using the shuffle
product. It is proven that the left ideal corresponding to a series is orthogonal to the minimal part of any formal
function of the series. The concept of the homogeneous approximation of a series with coefficients of arbitrary
dimension is introduced, generalizing both the one-dimensional output case and the trivial output case; a method
of finding the homogeneous approximation is proposed. This definition leads to the concept of algebraic
equivalence of series: two series are said to be algebraically equivalent if they share the same homogeneous
approximation. On the other hand, if two series share the same maximal left ideal, they are called weakly
algebraically equivalent. It is shown that if two series are algebraically equivalent, then they are weakly
algebraically equivalent. However, weakly algebraically equivalent series are not necessarily algebraically
equivalent, as demonstrated by the examples. Key words: nonlinear control system, systems with output, real-
analytic vector functions, series of iterated integrals, formal power series, free associative algebra, Lie brackets,
realizability, homogeneous approximation, core Lie subalgebra, left ideal, controllability, time-optimal control
problem, optimization problem, differential equation.
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